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ABSTRACT

Knapsack problem is to discuss about maximizing content knapsack with constraints and capacity. Theoretically this problem is a simple structure that applies combination optimization problems. Knapsack problem is an integer programming problem simple,  but it has enough applications many in the industry.

Collapsing Knapsack Problem, including problems non-linear knapsack because the capacity of knapsack is a function not increased (Non Increasing Function) on the number of items. In the knapsack problem, sometimes the capacity knapsack is not always constant. This can be occur if the selected item, including items fragile. Its capacity to be reduced if number of items to choose more and more.

0-1 Knapsack problem can be expanded into collapsing knapsack problem, if its capacity knapsack depend on the number of items to be loaded. Collapsing knapsack problem can be solved by reduction to the 0-1 knapsack problem and the approach of  Dynamic Programming.  In this study, the completion of case using the dynamic programming approach, while studies using the reduction theorem 0-1Knapsack Problem.
These algorithms include algorithms efficient, because of studies or other studies previous studies is more complicated solution. 
Completion of this collapsing knapsack problem only for small values of n.
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1. PENDAHULUAN

Masalah knapsack muncul pada tahun 1957 yang dikemukakan oleh Dantzig. Munculnya permasalahan ini adalah dari seorang tentara yang akan berangkat ke medan tempur. Ia membawa sebuah ransel yang mempunyai kapasitas volume tertentu. Ransel tersebut akan diisi berbagai perlengkapan yaitu senjata, pakaian, makanan, obat-obatan dan lain-lain. Masing-masing perlengkapan memberikan suatu nilai yang berarti baginya. Tentara tersebut akan memilih perlengkapan apa saja yang akan dimasukkan ke dalam ransel tanpa melanggar kapasitas volume tetapi jumlahan nilai yang diberikan maksimum.

Masalah knapsack merupakan masalah pemrograman bilangan bulat yang sederhana, tetapi mempunyai aplikasi yang cukup banyak dalam bidang industri. Contohnya adalah cargo loading, cutting stock, pemilihan proyek (project selection),dan budget control.
Keluarga masalah knapsack menghendaki subset item yang memaksimalkan keuntungan tanpa melanggar kapasitas knapsack. Menurut Pisinger (1995) jenis masalah knapsack dibedakan menurut distribusi item dan knapsack, yaitu:

a. Masalah knapsack baku atau knapsack 0-1 (MKB)

b. Masalah knapsack terbatas (Bounded Knapsack Problem)

c. Masalah knapsack pemilihan ganda (Multiple choice Knapsack Problem)

d. Masalah knapsack ganda (Multiple Knapsack Problem)

Masih ada beberapa masalah yang termasuk dalam keluarga masalah knapsack diantaranya masalah knapsack collapsing (MKC).

MKC termasuk masalah knapsack non linier karena kapasitas knapsack merupakan fungsi tidak bertambah (non increasing function) atas jumlah item yang termuat.Dalam masalah knapsack, kadang-kadang kapasitas knapsack tidak selalu konstan. Hal ini bisa terjadi jika item yang dipilih termasuk item yang mudah rapuh/pecah. Kapasitasnya menjadi berkurang jika jumlah item yang dipilih semakin banyak.

Masalah Knapsack Baku (MKB) dapat diperluas menjadi Masalah Knapsack Collapsing (MKC) jika kapasitasnya knapsack bergantung pada jumlah item yang dimuat. MKC dapat diselesaikan melalui reduksi ke masalah baku (RMKB) dan pendekatan Program Dinamik (PPD).

Berdasarkan hal-hal tersebut di atas, melatarbelakangi penulis untuk meneliti pendekatan masalah knapsack baku dan program dinamik untuk kajian masalah knapsack collapsing.
1.1. Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas maka masalah yang akan diselesaikan dalam penelitian ini adalah:

1. Bagaimana cara membuktikan bahwa algoritma Pendekatan Pemrograman Dinamik (PPD) dan Reduksi ke Masalah Knapsack Baku (RMKB) menurut teorema yang ada?

2. Algoritma RMKB dan PPD apakah termasuk algoritma yang efisien?

1.2. Batasan Masalah
Masalah yang akan diselesaikan dalam penelitian ini dibatasi pada hal-hal sebagai berikut:

1. Hanya kajian teoritis dan matematis penyelesaian masalah knapsack collapsing (MKC)

2. Penyelesaaian kasus menggunakan pendekatan  program dinamik.

3.   Penyelesaian masalah knapsack collapsing ini hanya untuk nilai n yang kecil.
1.3. Tujuan Penelitian

Penelitian ini mempunyai tujuan sebagai berikut:

1. Mengetahui masalah knapsack baku dan masalah knapsack collapsing.

2. Dapat menyelesikan MKC dengan PPD

3. Dapat membuktikan bahwa algoritma RMKB dan PPD termasuk algoritma yang efisien, baik secara kajian teoritis maupun penyelesaian kasus.
2. LANDASAN TEORI
2.1. Tinjauan umum masalah knapsack

Masalah knapsack adalah membahas tentang pemaksimalan isi knapsack dengan kendala dan kapasitasnya. Secara teoritis permasalahan ini merupakan struktur sederhana yang menerapkan masalah optimasi kombinasi.

Masalah knapsack adalah jika terdapat n item, j=1,2,3,...n yang masing-masing mempunyai berat wj dan volume vj. Diberikan knapsack dengan volume V yang mana item harus ditempatkan ke dalam knapsack sehingga memaksimalkan berat total dari knapsack. 

2.2.Masalah Knapsack Baku (MKB)

           Disebut juga dengan masalah knapsack 0-1.Merupakan permasalahan spesial untuk bounded problem di mana batas bawah=0 dan batas atas=1. Merupakan bentuk khusus program bilangan bulat murni dengan satu kendala (Gen & Chang, 2000). Deskripsi permasalahannya adalah diberikan n item yang masing-masing mempunyai bobot lebih kecil atau sama dengan kapasitas c.Item i mempunyai profit pi dan bobot wi. Masalah knapsack 0-1 adalah memilih item-item tersebut sehingga jumlahan profitnya maksimum tanpa melanggar kapasitas knapsack yaitu c.


Masalah industri yang dapat dirumuskan sebagai masalah knapsack 0-1 adalah cargo loading, cutting stock, pemilihan proyek dan budget control. Jadi aplikasi masalah knapsack tifdak terbatas pada pemuatan item. Sebagai contoh misalnya pada pemilihan proyek, diberikan n proyek jika proyek ke-j dikerjakan akan memberikan keuntungan pj, dan dana yang dikeluarkan (bobot) wj, maka keuntungan maksimum yang diperoleh sebagai penyelesaian optimal masalah knapsack.

Masalah knapsack baku (MKB) diformulasikan sebagai berikut:
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( 2.2 )
Di mana:


pi,wi, c
: bilangan bulat positif


pi
: profit item i


wi
:bobot item i


c
:kapasitas knapsack


xi
:variabel keputusan

Tanpa menghilangkan  keumuman diasumsikan wi ≤ c untuk setiap i=1,2,...,n dan 
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. Sebab wi  > c maka jelas bahwa item i tidak dipilih karena melebihi kapasitas. Knapsack baku merupakan bentuk khusus dari program bilangan bulat murni dengan satu kendala (constraint). Beberapa metode yang digunakan untuk menyelesaikan masalah knapsack  baku yaitu :

a. Metode Branch and Bound

Metode ini digunakan apabila permasalahan sederhana dan nilai optimal dari fungsi tujuan adalah batas atas dari nilai optimal. Pada teknik ini enumerasi lengkap dikerjakan . Batas digunakan untuk menghilangkan cabang yang tidak akan memperbaiki solusi.Contohnya pada unbounded problem yaitu:

Zo = Maks z = w1x2 +w2x2 +...+wnxn
v1x1 + v2x2+...+vnxn  ≤  V

x1, x2,...xn   ≥   0

Z0 merupakan fungsi tujuan keseluruhan pada enumerasi. Solusi optimal untuk metode penyelesaian ini adalah mengisi knapsack dengan item-item yang memiliki berat terbesar. Solusi optimalnya adalah :
xj   =  0 untuk semua j kecuali k

xk = V/vk
wk/vk = maks {wj/vj:  j-1,2,3,...,n}

Sehingga fungsi setiap percabangan :
Zo = V . wk/vk  ≥ z* 

2.3. Dynamic Programming


Metode ini merupakan metode yang sering digunakan untuk menyelesaikan masalah knapsack baku. Algoritmanya sesuai untuk menyelesaikan kasus di mana volume total atau V tidak terlalu besar. Metode ini menangani masalah knapsack dengan menyelesaikan persamaan fungsi dari suatu masalah. Persamaan fungsinya adalah:

f(s) := maks {w1x1+...+wkxk}, dan s=0,1,2,3,...,V

Di mana v1x1  +...  + vkxk   ≤   s


xn   ≥  0, n=1,2,3,...,k

f(s) =0, untuk semua s   <  wp
f(s) =max {wj+f(s - wj)) : vj  ≤ s , j=1,2,...,n}, s ≥ wp
Di mana s adalah stage dan p adalah tipe item dengan volume terkecil.


Pemrograman dinamik  (PD) merupakan teknik matematika untuk menentukan penyelesaian optimal suatu fungsi keuntungan  pada masalah optimasi dengan n variabel yang dapat dikomposisi menjadi n submasalah melalui n tahapan. Pada setiap tahapan dimasukkan satu variabel kedalam sub masalah. Prinsip dasar pemrograman dinamik  adalah optimalitas, perhitungannnya dikerjakan secara rekursif dengan pengertian bahwa penyelesaian optimum pada satu submasalah digunakan sebagai input untuk sub masalah berikutnya (Taha,1998)


Rekursi dalam program dinamik ada 2, yaitu rekursi maju dan rekursi mundur. Penghitungan pada rekursi maju dimulai dari tahan 
1 ke tahapan n, sedangkan rekursi mundur dimulai dari tahapan n ke tahapan 1. Kedua jenis rekursi memberikan penyelesaian optimal yang sama. Perbedaan pokok kedua rekursi ini adalah terletak dalam cara mendefinisikan state Dalam pemrograman dinamik ada tiga elemen dasar yaitu alternatif variabel keputusan, fungsi keuntungan yangbersesuaian, dan keadaan (state) pada masing-masing tahapan. Variabel yang memberikan penyelesaian optimal diperoleh dengan menelusuri keadaan tahapan n sampai tahapan 1.
2.4.  Masalah Knapsack Collapsing


Dalam masalah knapsack, kadang-kadang kapasitas knapsack tidak selalu konstan. Hal ini bisa terjadi jika item yang akan dipilih termasuk item yang mudah pecah atau rapuh. Kapasitasnya menjadi berkurang jika jumlah item yang dipilih semakin banyak. Masalah knapsack baku seperti yang didefinisikan pada persamaan (2.1) dan (2.2), dapat diperluas menjadi masalah knapsack collapsing (MKC), jika kapasitas knapsack bergantung pada jumlah item yang dimuat. Masalah knapsack collapsing dapat diselesaikan melalui reduksi ke masalah knapsack 0-1(baku) dan pendekatan program dinamik. 
3. KAJIAN TEORITIS 
3.1. Reduksi ke Masalah Knapsack 0-1 (Baku)
Diambil A =   
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Tanpa menghilangkan keumuman diasumsikan yaitu 0  ≤ b (i)  ≤ A untuk semua i, dengan kata lain diambil nilai b (i) adalah A dan n ≥  3. Akan dibangun MKB dengan 2n  item yang mempunyai bobot α1, … , α2n dan nilai γ1, … , γ2n untuk item yang bersesuaian. Didefinisikan bobot baru yaitu:
αi = wi + A , i =1, … , n

αi = (4n – i) A – b (i – n ), i = n +1, . . . ,2n

dan nilai baru γi =pi + C, i = 1, …, n dan γi =(3n + 1- i )C, i = n + 1, …, 2n
Item dengan indeks {1, … , n} disebut item kecil dan item dengan indeks {n+1, …, 2n} disebut item besar. Pada MKB ini maksimum jumlah item yang dimuat adalah n+1 item yaitu n item kecil dan satu item besar. Jadi  kapasitas knapsack pada MKB yaitu :
c =  
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               = A + nA + 2nA – A = 3nA
MKB adalah menentukan himpunan bagian item yang memaksimumkan nilai dengan bobot terbesar c, diperoleh bentuk MKB sebagai berikut:

Maksimumkan 
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dengan kendala 
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[image: image10.wmf]i=1, …, 2n
MKB ini disesuaikan dengan algoritma minimal untuk masalah knapsack baku. Algoritma ini didasarkan pada program dinamik dengan batas waktu O(nc). Karena c = 3nA maka MKC diselesaikan dengan reduksi ke MKB dengan batas waktu O(n2A). Dari reduksi ini diperoleh teorema sebagai berikut, dengan syarat bahwa knapsack memuat paling banyak satu item besar. Dalam kasus indeks item besar j, n+1≤  j ≤ 2n knapsack memuat paling banyak j-n item kecil. Teorema yaitu item besar dengan indeks j, n+1 ≤  j ≤   2n mempunyai bobot αj = (4n – j) A – b (j-n ). Untuk j=2n diperoleh αj = (4n – 2n) A – b (2n-n )= (2n-1)A dan untuk j=2n diperoleh αj = (4n – 2n) A – b (2n-n )=(2n – 1) A, dan untuk j=n+1 akan diperoleh yaitu αj = (4n –n-1) A – b (n + 1-n )=(3n – 1) A – b (1), karena b(1) ≤   A, b(1)  ≥ 0 dan αj tidak naik maka berlaku (2n –1) A ≤ αj ≤  (3n -1 )A,  n +1 ≤  j ≤ 2n 
Jika c = 3nA maka knapsack tidak mungkin memuat dua atau lebih item besar . Untuk membuktikan pernyataan tersebut diambil item besar dengan indeks j termuat dalam knapsack. Kapasitas yang tersisa untuk item kecil adalah:


3nA - αj = 3nA – (4n-j) A +b (j -n ) = (j - n) A + b(j - n)
Karena setiap item mempunyai bobot paling sedikit A dan b(j-n) ≤ A, maka paling banyak j-n item kecil dapat termuat.
3.2. Pendekatan Program Dinamik 

Selain dengan cara reduksi di atas, MKC dapat diselesaikan dengan pendekatan program dinamik (PPD). Diberikan b’ adalah nilai maksimum dari b(i), i-1, …,n. Didefinisikan 
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menjadi penyelesaian optimal untuk masalah knapsack dengan dua kendala yang didefinisikan pada i item pertama.
f i,k (
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Diambil himpunan nilai awal sebagai berikut :

f 0,0 (
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) = 0 untuk semua 
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=0, …, b`
f 0,0 (
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) = - ∞ untuk semua k=1, …,n dan semua 
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=0, …,b`

Mudah dipahami bahwa fi,k (
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) mempunyai interpretasi nilai optimal pada rekursi ke-i dengan i item yang tersedia tetapi jumlahan item yang dimuat sebanyak k dan 
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 menyatakan batas bobot yang mungkin, jadi 
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 tidak selalu tunggal. Jelas bahwa f i,k (
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) tidak fisibel jika k > 1 karena tidak mungkin knapsack memuat sebanyak item yang lebih besar dari item yang tersedia. Nilai optimal akan diperoleh pada rekursi ke-n yaitu:

Z = maks 
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( 3.1 )
Pada setiap tahapan diperlukan sebanyak k perbandingan dan penghitungan dan untuk suatu k diperlukan sebanyak b(k). Karena nilai maksimum k adalah n, nilai maksimum b(k) adalah b` dan i berjalan dari 1 sampai n maka algoritma PPD mempunyai batas waktu O(n2b`). Pada kenyataannya proses rekursi tidak menggunakan monotonisitas, jadi PPD dan reduksi ke MKB berlaku untuk sebarang distribusi fungsi kapasitas.
3.3. Vektor Penyelesaian
Vektor penyelesaian MKC yang diselesaikan dengan PPD diperoleh dengan menelusuri kembali himpunan fi,k (
[image: image23.wmf]c

~

) yang menghasilkan penyelesaian optimal Z. Proses  penelusuran dikerjakan dengan cara sebagai berikut:
a.Menentukan nilai k yaitu nilai yang memberikan fnk (b(k)) =Z
b.Menentukan nilai biner xi

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1. Penerapan Masalah Knapsack Collapsing (MKC)
Contoh kasus, diberikan data seperti tabel di bawah ini:
	i
	wi
	pi
	b(i)

	1
	3
	5
	8

	2
	2
	8
	6

	3
	4
	12
	4

	4
	1
	10
	3


Hitunglah nilai optimal dan jumlah item yang dimuat dengan pendekatan program dinamik!
Penyelesaian :

Nilai awal : f0,0 (
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) = 0, 
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 =0,…,8 dan f0,k(
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~

) =0,…,8, dan k=1,…,4

Proses rekursi: i=1 dan k=1 menjadi:

f1,1(0)=f0,1(0)   =-10000 

f1,1(1)=f0,1(10)=-10000

f1,1(2)=f0,1(2 )=-10000


       f 0,1 (3) =-10000

f1,1(3) = maks



= 5



       f0,0 (0) =+5 =0+5



       f 0,1 (4) =-10000

f1,1(4) = maks



= 5



       f0,0 (1) +5 =0+5



       f 0,1 (5) =-10000

f1,1(5) = maks



= 5



       f0,0 (2) +5 =0+5



       f 0,1 (6) =-10000
f1,1(6) = maks



= 5



       f0,0 (3) +5 =0+5



       f 0,1 (7) =-10000
f1,1(7) = maks



= 5



       f0,0 (4) +5 =0+5



       f 0,1( 8) =-10000
f1,1(8) = maks



= 5



       f0,0 (5) +5 =0+5

f1,1(
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) =5, 
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 = 3,4,5,6,7,8
Selanjutnya direkursi sampai tahap i=4 dan k=4 , dipilih daerah yang fisibel sehingga diperoleh nilai Z optimal untuk MKC= maks {12, 22,-9982} = 22 dan penyelesaian vektornya adalah x1=0,x2=0, x3=1, x4=1.
5.    PENUTUP
5.1. Kesimpulan
1. Masalah Knapsack Collapsing (MKC) dapat diselesaikan dengan Reduksi ke Masalah Knapsack Baku (RMKB) secara kajian teoritis, dan penyelesaian kasus menggunakan Pendekatan program Dinamik (PPD).
2. Algoritma ini termasuk algoritma yang efisien, karena dari kajian studi lain atau kajian sebelumnya   penyelesaiannya lebih rumit.
3. Penyelesaian Masalah Knapsack Collapsing ini hanya untuk nilai n yang kecil.
5.2.  Saran
  1. Penelitian ini baru sebatas kajian teoremanya, belum sampai rancangan  pembuatan   program sehingga belum diketahui fungsi kompleksitasnya dan waktu tempuh.                

  2. Pembuktian dengan kasus menggunakan  Reduksi Masalah Knapsack Baku (RMKB) perlu dilanjutkan, agar dapat dibandingkan dengan Pendekatan Program Dinamik (PPD).
  3.  Penyelesaian masalah knapsack collapsing untuk nilai n yang besar.
  4.  Penyelesaian masalah knapsack collapsing jika profitnya menggunakan fuzzy.
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